Moniarvologiikka ja sumea logiikka. Viikkotehtivit kevéalla 2008

Useimmilla loogisilla jérjestelmilld on ominaisuus, ettd jos lauseen a totuusarvo on a,
niin  o:n ‘epatotuuden arvo’ on a:n komplementti eli a* ; Lukasiewicz’in
moniarvologiikassa esimerkiksi a* = 1 — a (josta Boolen logiikka on erikoistapaus,
saahan ¢ siind vain arvot 0 tai 1). Kaikissa sovelluksissa tdimai ei kuitenkaan ole riittavas;
ajatellaan esimerkkind oikeussalia, jossa esitetddn todistusaineistoa ja —lausuntoja sekd
syytetyn puolesta ettd hiantd vastaan. Jos kaikki puhuu syytetyn puolesta, on hédn syyton,
jos taas kaikki puhuu syytettyd vastaan, on hédn ilmeisesti syyllinen. Jos osa aineistosta on
syytettyd vastaan ja osa puolesta, on aineisto ristririitaista. On myods mahdollista, ettei
aineistoa yksinkertaisesti ole, ei puolesta eikd vastaan. Belnap maédritteli vuonna 1977
tallaisia sovelluksia silmidlld pitden neliarvoisen logiikan, jonka jatkuvaa yleistystd nyt
kisittelemme.

Olkoon meillé lauselogiikka, jonka hyvin mééritellyt lauseet ovat 'ne jokaisella logiikan
peruskurssilla madritellyt’. Liitetddn lauseeseen a kaksi arvoa x (’puolesta’) ja y
(’vastaan’) siten, ettd arvot x,ye[0,1] ovat toisistaan riippumattomia ja maéritellddn 2x2
matriisi (evidenssimatriisi)

min {x* x® k
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missd x* = 1 — x (eli Lukasiewicz negaatio) ja x ® y = max{x+ y —1,0} (eli Lukasiewicz
tulo). Sanotaan, etti

- ton lauseen a totuuden aste (truth),

- fon lauseen a epdtotuuden aste (falsehood),

- kon lauseen a ristiriitaisuuden aste (contradictioness),

- uon lauseen a tuntematttomuuden aste (unknowness).
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Tehtdavd 1. Kirjoita vastaavat neljd matriisia, kun x,ye {0,1}. Nami ovat alkuperdiset
Belnapin matriisit, joita merkitddn T (true), F (false), K (contradictory), ja U (unknown).
Milld 0:n ja 1:n kombinaatioilla kukin niistd saadaan? (max 6p)

Tehtdva 2. Todista, ettd min{k,u} = O riippumatta arvoista x ja y. (max 6p)

Tehtdvd 3. Jos x,y sekd a,b ovat kaksi arvoparia siten, ettd niiden madrddmét

evidenssimatriisit ovat samat, niin todista, ettd x = a ja y = b. (Vihje: todista ensin, ettd
a®b<0 joss a<b*.Kiytd sitten titd ja Tehtdvin 2 tulosta.) (max 12p).

Tehtdva 4. Todista, ettd f+ k + u+ =1 riippumatta arvoista x ja y. (max 6p)

Tehtdvd 5. Merkitddn evidenssimatrisien joukkoa symbolilla M. Jos x,y sekd a,b
madrdavat matriisit M, Ne M, mééritellddn relaatio R ehdolla

(2)NRM josa<xjay<b.



Osoita, ettd R on jarjestysrelaatio (ts. refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen)
joukossa M. (max 6p).

Tehtdva 6. Joukkoon M voidaan lisdksi tuoda residuoitu hilarakenne méérittelemalla
tarvittavat residuoidun hilan operaatiot. Esimerkiksi asettamalla
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missd b@®y=min{b+y,l}(eli Lukasiewicz summa) saadaan joukosta M
kommutatiivinen monoidi, jonka neutraalialkio T on mééritelty arvoparilla 1 (’puolesta’)

ja 0 ("vastaan’). Miten pitdd mairitelld kahden alkion M, N (€ M) suurin alaraja, ts. mitd
on sup{M,N} relaation R suhteen? (max 12p).

Tehdva 7. Erddn kuvitteellisen yliopison matematiikan laitoksen kahvikassa varastettiin
pikkujoulujuhlan aikana, ja kun henkilokunnasta kukaan ei johtajan uhkailu- ja
kiristysyrityksistd huolimatta tunnustanut (olivat kai jo niin tottuneita), pddtettiin panna
pystyyn selvityskomitea. Aikansa asiaa tutkittuaan komitea tuli siithen tulokseen, ettd
syylliskandidaatteja oli kolme: viinaanmenevd labrainssi A, huikentelevaisesta
eldméntavastaan tunnettu professori B ja epdméérdisid miestuttavuuksia viljeleva
laitossihteeri C. Evidenssi heiddn syyttomyytensd puolesta ja syyttomyyttddn vastaan
skaalattiin vilille [0,1] seuraavasti: A:lle (0.6 , 0.4), B:lle (0.8 , 0.9) ja C:lle (0.3, 0.2).
Komitea laski jokaiselle epdillylle télld perusteella evidenssimatriisin, ja pdétyi
syyttdmadn yhté epdillyistid. Tuloksen kuultuaan epiilty murtui ja tunnusti kaiken. Kuka
oli syyllinen ja miten komitea hédnen kannalleen péétyi? (max 12 p).



