Kompleksianalyysi (2009)
Harjoitus 2/viikko 4
1. Ratkaise yhtalo 22 + (21 — 3)z + 5 —i = 0 ja esitd polynomi 2% + (2 — 3)z +5 —1i

astetta yksi olevien polynomien tulona.

2. a) Masritd luvun i kaikki neljinnet juuret v/i (eli yhtélon 2* = i juuret).
b) Esitd polynomi 2* — i astetta yksi olevien polynomien tulona.

3. Etsi yhtilon e*/? = 1 + i kaikki ratkaisut kompleksitasossa.

4. Ratkaise seuraavat yhtdlot a) Inz = —in/2, b) Inz =4 — 3i.

5. Todista: cos50 = 16 cos® @ — 20cos® @ + 5cosf VO € R.

6. a) Olkoon z kompleksimuuttuja ja n positiivinen kokonaisluku. Todista:
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b) Todista: jos n =2,3,..., niin
sin%+sin%+sin%+---+sin@ = 0.
7. Olkoon n > 1 kokonaisluku. a) Todista:
(1 —eX/my(1 — /). .. (1 — 2n=Dmi/ny —

(Vihje: Esitéd z™ — 1 astetta yksi olevien polynomian tulona ja kéyta tehtédvad 6. a))

b) Todista:
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o
sin 7> sin = sin <7 si SneT -

(Vihje: Ota kompleksikonjugaatit a)-kohdan yhtélosté ja kerro yhtalot).



Complex Analysis (2009)

Exercise 2/Week 4

1. a) Solve the equation 2% + (2 —3)z +5 —i= 0.
b) Factorize the polynomial z? + (2i — 3)z + 5 — i into a product of complex poly-
nomials of degree one.

2. a) Find all the fourth roots v/i of i in the complex plane.
b) Factorize the polynomial z* — i into a product of complex polynomials of degree
one.

3. Find all the solutions of the equation e*/?> = 1 +i in the complex plane.
4. Solve the following equations a) Inz = —in/2, b) Inz =4 — 3i.

5. Prove: cos50 = 16cos® — 20cos®f + 5cosf VO € R.

6. a) Let z be a complex variable and let n be a positive integer. Prove:
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b) Prove: if n =2,3,..., then

i 2T i 4m in BT L in 2(n=Dm
sin <% 4 sin <+ +sin =~ + + sin =— =0.

7. Let n > 1 be an integer. a) Prove:
(1 . 627ri/n)<1 . e471'i/n) L (1 . 62(7171)7ri/n) = n. (1)
(Hint: Factorize 2" — 1 into a product of polynomials of degree one and use exercise

6. a))
b) Prove:

2T L1 3T - (n—1)m n_

o .
sin 7> sin < sin <7 sin “——— = ;5.

(Hint: Take the complex conjugates of both sides of (1) and multiply the equations).



