DYNAAMISET SYSTEEMIT kevat 2000

1. harjoitukset, viikko 3

Mitk& seuraavista differentiaaliyhtal 6isté ovat lineaarisia?

a X =t

b X7 +t3x =t

(o] XX =X

) X'-(XF=0

9 ex'+ex=(1t)"
f) XY =x

M&érita seuraavien differentiaaliyhtaliden tyyppi (kertaluku, lineaarinen vai etlineaarinen,
jos lineaarinen, niin vakiokertoiminen vai ei-vakiokertoi minen:

a  y'+y-x°=0

b) Yy +xy+2=0

) y'’ +cosy=0

d) Xy +xy +x2-1=0
& Yy +x(Yy-7=0
f) y =(@nx)y+¢€

9 y=0

h o -%%-2y +%

Osoita, etta differentiaaliyhtalon 2(x')+ tx' - x = 0 yleinen ratkaisu on x(t) = Ct + 2C% Hae
ko. yhtéldlle muotoa x(t) = a® + bt + ¢ oleva erikoisratkaisu.

Osoite, etta differentiaaliyhtélon sin X’ = tx’ - x yleinen ratlfaisu on x(t) = Ct — sn C ja ettd
ko. yhtél 6114 on erikoisratkaisunax(t) = t arc cos (t) - (1 - t%)*.

Mita tyyppid on differentiadliyhtald X' + (1 - ) tan (t) = 0 ? Osoita, etta x(t) = (cos’t - C) /
(cog®t + C) on sen yleinen ratkaisu.

Mé&éritd, mitka seuraavista differentiaaliyhtél 6ista ovat separoituviajaratkaise ne:

a) y =xly

b) y =xly+1

0) sinx dx +ydy =0
d (1+xy)dx+ydy=0
e X ydx -x?y?dy =0
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2. harjoitukset, viikko 4

1

2

Mé&érita differentiaaliyhtalon y’ + 3y = 2 se ratkaisu, jonka kuvaaja kulkee pisteen (0,1) kautta.
Ratkai set tasa-asteiset differentiaaliyhtal 6t

a tx =t+x
b) (t*+) X =tx.

Osoita, etté seuraavat differentiaaliyhtal 6t ovat eksaktejajaratkaise ne
a) 2 tdx +3x*t?dt =0
b) dx/dt + [x(1+ 2t)] / [t(1 +1t)] = 0.

Hae muotoa X oleva integroiva tekija differentiaaliyhtal6lle 2(£ + 1) dx + 3x £dt = 0 jaratkaise
syntyva eksakti differentiaaliyhtd .

Kaupungin vékiluku vuoden 1955 lopussa oli 32 000. kaupungin vakiluvun N(t) ennustamiseen
kéytetddn matemaattista mallia N’ (t) = 0,016 N(t) + 150. Malli perustuu oletukseen, etté vaki-
luvun kasvu muodostuu kahdesta tekijasté: luontaisesta kasvusta, joka on suoraan verrannolli-
nen vaestdn suuruuteen (verrannol lisuuskertoimena kasvuintensiteetti 0,016), ja eksogeenisesta
kasvusta (vuotuinen muuttovoitto 150 henked).

a) Ets malin (ratkaisu) matemaattinen muoto.
b) Suuriko on luontainen kasvu vuodessa prosentteina ilmai stuna?
¢) Ennusta mallin avulla kaupungin vékiluku vuoden 2010 lopussa.

Mm. videopelg& maahan tuova ja niitd pelihaleihin, ravintoloihin, baareihin ja kerhotiloihin
markkinoiva yritys arvioi, ettd uuden sukupolven pelille oliss Suomessa elintila 4000 kappa-
leelle. Ensmmaéisessa vaiheessa markkinoille tuli 720 pelid Neljan kuukauden kuluttua kay-
tossa oli jo 1500 pelid. Yritys arvioi, ettd pelien lisdmyynti hidastuu, kun |éhestytéén arvioitua
enimmaismadréd. Myynnin kehityksen arvioimiseksi kaytetddn mallia, jonka mukaan pelimyyn-
nin kasvunopeus on suoraan verrannollinen saturaatiorgjan 4000 ja jo kadytdssa olevien pelien
lukumaaran erotukseen.

a) Muodosta témédn oletuksen mukainen (jatkuva) malli pelien lukumé&rédle t kuukauden
kuluttua toiminnan al oittami sesta.

b) Suureksiko kayttssa olevien pelien lukumaéréé voidaan mallin perusteella arvioida bl) 1
vuoden, b2) kahden vuoden kuluttua uutuuspelin markkinoille tulon jalkeen?

Kun jééohkare, jonkalampdétilaon 0 °C, tuodaan |ampiméaén, se alkaa heti sulaa. Jos ympéris-
ton l[ampdtila ja ilmanpaine pysyvét samana ja jos e tuule, niin kappaeen sulamisnopeus het-
kellat on likimain suoraan verrannollinen kappaleen pinnan alaan hetkella t. Viiden tunnin aika-
na kuutionmuotoisen j&gpalan tilavuus pieneni 10 dm®sta 8,0 dm®:iin. Missi ajassa kuutio sulaa
kokonaan?
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3. harjoitukset, viikko 5

1

Ratkaise differentiaaliyhtél 6t @) - b) vakion varioinnillaja c) - d) mé&rédmattémien kertoimien
menettelylla

a X -2x = é

b) X -2x =&

C) 4X +x = 2%+t

d x +x = sn2

Erédén radioaktiivisen aineen hajoamisnopeus on suoraan verrannollinen aineen tédman hetkiseen

massaan. Jos aineen puoliintumisaika on 30 minuuttia, kuinka suuri osa alkuperéisesta massasta
on jdjdla0,9 tunnin kuluttua?

a) Jos tuotteen val mistamisen rajakustannukset saadaan yhtél Osta.
dy/dx =y =3+x+¢e*/4,

kuinka suuri kustannus aiheutuu yhden tuotteen valmistamisesta, kun kiinteét kustannukset ovat
M2

b) Tuotteen rajatuotot suhteessa myyntiin (kuinka paljon tulot lisdantyvét, kun myydaén yks
tuote enemman) saadaan yhtél osté

dR /dx = 4x?- 3x 0 2

Paljonko tuloja kertyy 5 tuotteen myynnist&?

Ratkaise Bernoullin yhtal 6

X = X +1tX.

Ratkaise seuraavat 2. kertaluvun lineaariset vakiokertoimiset differentiaaliyhtal ot:

a y'+y -2y=38
b) y"+y -2y=-sinx
Q) y'+2y +y=¢
d y’ +4y +5y=20%
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4. harjoitukset, viikko 6

1 Ets differentiadiyhtdony’” + 2y’ - 3y = x se ratkaisukayr, joka kulkee pisteen (0,4) kautta ja
jonka derivaatta téssa pisteessa = 0.

2 Maaritayhtdolley” -4y =10-0.1 x ratkaisu, joka kulkee pisteen (0,5) kautta ja joka |&hestyy
trendia x:n kasvaessa rgjatta (miké téma trendi on )?

3 Tarkastellaan differentiaaliyhtéléday’” + ay’ +y = 10. Milla an arvoilla yleinen ratkaisu kon-
vergoi vardhdellen ja mitd arvoa kohti se t&8ll6in suppenee?

4. Ratkaise
a) taydellisesti differentiaaliyhtéld
y’' +3y +2y=10s8nx
b) 3. asteen differentiaaliyhtal®
y" -6y’ +1ly' -6y =0

siten, etta ratkai sukdyra kulkee pisteen (p,0) kautta ja kohdassa x = p kayrén tangentti on vaaka-
suorassajay’’ on téssi kohdassa = 1.

5 Ratkaise ’ eliminointimenetelmalla’’ differentiaaliyhtél opari

X =4x -5y -12
y =X—=2Y.



DYNAAMISET SYSTEEMIT kevat 2000

5.

1

harjoitukset, viikko 7
Ratkaise seuraava differentiaaliyhtélopari matriisimenetelmalla

X=X+2y
y =4x+3y

Ratkaise seuraava differentiaaliyhté 6pari

X=-3Xx+y
y=-x-y.

Ets yhtélOparille myos se yksityisratkaisu, jolle x(0) = 1, x(0) = 0. Onko yhtaléryhman (yle-
nen) ratkaisu stabiili?

Oletetaan, ettd tuotteen hinta markkinoilla on P ja tuotetta on varastossa mééré Q.
Tuotteen kysyntd mééraytyy yhta dsta

C=a-bP
jatarjonta yhtél 6sta
S=-a+bP.

Tuotteen varastossa olevan md&an Q muutosnopeus Q maéraytyy vamistuksen ja kulutuksen
erotuksena, ts.

Q=S-C.

varasto pyritéén pitamasn keskimaarin vakiona Q = Q ja samoin hinta; keskimé&rin P= P.
Hintaa voidaan ohjailla ja hinnan muutos mééraytyy yhtaén

P=A(Q-Q+B(P-P)

mukaan. Kaikki parametrit ovat positiivisia. Millainen B:n téytyy olla, jotta systeemi olis
dynaamisesti stabiili? Mita arvoja P |ahestyy systeemin vakiintuessa? Enté Q?

Ratkaise numeerisesti Eulerin menetel méa kayttéen seuraava differentiaaliyhta 6

y =y -X y@Q=2

Kéayta askelvdlind h = ¥4 ja etene esim. y(1) = ?? saakka. Ets differentiaaliyhtélolle myos
tasmdllinen ratkaisu ja tutki, miten paljon epétarkkuutta numeerinen ratkaisu sisdltda.
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6.

1

2

harjoitukset, viikko 8
M&arita '’ kaikkien kertalukujen'” differenssit funktiolle f = 2t®-t*+ 3t - 5,
Ratkaise differenssiyhtald 2Dyt + 3 yt = 6. Onko ratkaisu stabiili?

Olkoon S, n:n ensimmaéisen positiivisen kokonaisluvun nelididen summa. Muodosta differenssi-
yhtald §, :llejaets tdmén ratkaisuna Sy, :n yleinen lauseke.

Ratkaise differenssiyhtald 8y wo— 2 yu1 - 1= 2t + 3.

Ets differenssiyhtdlélle 2 y+2 + 3 y+1 - 2 y =0 jokin stabiili yksityisratkaisu, joka toteuttaa
alkuehdon y, = 10.

Ekonomisti |&hetti faksilla tydryhmallensd kommentoitavaks |aatimansa kysynté-tarjonta—mal-
lin. Mallin muuttujat ovat: R = tuotteen hinta, D, = tuotteen kysyntd ja S = tuotteen tarjonta.
Faksin huonon laadun takia vastaanottajat eivét voineet olla varmoja mallin merkeista Kolme
henkil6a tulkitsi faksin eri tavoin. Namé kolme tulkintaa olivat:

Pwi= P +02(Si+ Dy Pu1=P¢-02(S—Dy)
S; =-30+0,3 P S =-30+03F,

Dt =120- 0,5 Pt Dt =120 - 0,5 Pt
Pu1=Pt + 0,2 (St— Dv)

St =-30+0,3 R

D: =120- 05 P

Onko joku malleista mielestdsi oikein? Perustele jokaisen termin merkki. M&rita oikeasta
mallista hinta P; ja tasa-arvonhinta, jota hinta |ahestyy.
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7. harjoitukset, viikko 8

1 Mé&rita seuraavat differenssit
D (4€ + t)
D %(4t? +1)
D 3(4t? +t).

2 Ratkaise kansantulomalli

Yi=C+ 1+ G
C=+(1-9Yr1
It =

missd Y; = kansantulo vuonna t (~ palkkakertymd), C; = kulutus, I; = investoinnit (oletetaan nyt
siis vakioks 1), s = sddstamisaste, co= minimikulutus (vakio) ja G = julkinen kulutus (vakio).
Tutki my6s ratkaisun luonnetta.

3 Oletetaan, ettd tuotteen kysynta (kulutus) C; riippuu hinnasta P; lain
Ci=100-0,3 P

mukaisesti. Tuotteen valmistgjat reagoivat my6s nopeasti hintamuutoksiin, niin etta tarjonta
(valmistus) S on saman kauden hinnan Py funktio:

$:=50+0,2P.

Vamistgjien varastoissa olevan tuotteen madrdn Q; muutosD Q; mé&raytyy vamistuksen ja
kulutuksen erotuksena, ts.

DQit=St- C.

Hinnan P, muutoksen D P; oletetaan olevan suoraan verrannollinen yritysten varastojen muutok-
seen:

D Pi=-02 DQt.

Tutki, miten B, §, C; ja Q kéyttaytyvét gjan funktioina. Mitd arvoja R, &, G ja Q lahestyvét
pitkén gjan kuluessa? Onko mallin ratkaisu stabiili?

4. Kakkutaikina, jonka lampdtila on 21 °C, pannaan paistumaan uuniin, joka pysyy vakiolampo-
tilassa 225 °C. Kypsyvan kakun |ampétilan muutos aikayksikssa on suoraan verrannollinen
uunin lampétilan ja kakun lampdtilan erotukseen. Kymmenen minuutin kuluttua kakun 1amp6-
tila on 67 °C. M&érita kakun lampotila T gjan t funktiona. M&arita funktion T(t) avulla kakun
[ampdtila 40 minuutin kuluttua sen uuniin panemisesta. Milloin uuniin unohtuneen kakun lam-
potila saavuttaa mallin mukaan uunin 1&mpotilan?

5 Muodosta auton jélleenmyyntiarvolle erilaisia differenssiyhtddmallgja ja tutki niiden ratkaisu-
jen ominaisuuksia:



a) Oletetaan, etta vuotuinen hinnanalennus séilyy suhteellisesti vakiona (" menoj88nndspoisto-
malli’").

b) Oletetaan, ettéa auton hinta koostuu vakiona pysyvasta romuarvosta ja kayttdarvosta, joka
muut-tuu a) -kohdan mukaisesti.

c) Oletetaan, etta vuotuinen hintamuutos koostuu kahdesta komponentista, @) -kohdan mukai-
sesta 'kulumasta’ ja huolto- ja korjaustdiden tuomasta kulumaa hidastavasta lisdarvosta
(oletetaan vakioksi).



