VAASAN YLIOPISTO
Talousmatematiikka
llkka Virtanen/Irma Luhta

DYNAAMISET SYSTEEMIT 1998

1. harjoitus, viikko 3

1. Maarita seuraavien differentiaaliyhtaldiden tyyppi (kertaluku, lineaarinen — ei-
lineaarinen, jos lineaarinen, niin vakiokertoiminen - ei-vakiokertoiminen):

a) y'+y-x'=0

b) y+xy+2x=0

c) y”’+cosy=0

d Xy"+xy’+x*-1=0
e) y'+x(y)Y+y-7=0
f) y’=(sinx)y+ex

9 y=0

h)y (y'-x)°= (y)-2xy’ + X

3
2. Osoita, ettd funktio y = Ce* + ;1 , missd C on mielivaltainen vakio, on diffe-

rentiaaliyhtalon y' - 3x2y = - X—12 - 3x ratkaisu.

3. Maarita, mitkd seuraavista differentiaaliyhtaloistd ovat separoituvia ja ratkaise
ne:
a) y=x/y
b) y=x/y+1
c) sinxdx+y?dy=0
d (l+xy)dx+ydy=0
e) Xy dx-xy*dy=0

4. Maarita seuraavien differentiaaliyhtaloiden yleiset ratkaisut sekd annetut alku-
ehdot toteuttavat yksityisratkaisut:
2
a) ey =-x; y1)=0
b) y+5x'y" =0; y0) =1

5. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot:

a) Xy -y=0
2
X+ 1

b) y'- — =0
y -ty

C) XY -y=X

d) 2xyy' =3y’ -x?
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2. harjoitus, viikko 4

6.

10.

Ratkaise seuraavat 1. kertaluvun lineaariset vakiokertoimiset differentiaaliyh-
talot:

a)y-2y=4

b) y’ +3y =x

c)y +y=e”

Maarita differentiaaliyhtalon y’ + 3y = 2 se ratkaisu, jonka kuvaaja kulkee pis-
teen (0,1) kautta.

Osoita, etta funktio y = -x* - 4 toteuttaa differentiaaliyhtalon y’ - x* y = x’. Mika on
tdman yhtalén yleinen ratkaisu?

Kaupungin vékiluku vuoden 1995 lopussa oli 32 000. Kaupungin véakiluvun
N(t) ennustamiseen kaytetddn matemaattista mallia N’(t) = 0,016 N(t) + 150.
Malli perustuu oletukseen, ettd vakiluvun kasvu muodostuu kahdesta tekijasta:
luontaisesta kasvusta, joka on suoraan verrannollinen véestdn suuruuteen
(verrannollisuuskertoimena kasvuintensiteetti 0,016), ja eksogeenisesta
kasvusta (vuotuinen muuttovoitto 150 henkea).

a) Etsi mallin (ratkaistu) matemaattinen muoto.
b) Suuriko on luontainen kasvu vuodessa prosentteina ilmaistuna?
c) Ennusta mallin avulla kaupungin vékiluku vuoden 2010 lopussa.

Mm. videopelejd maahan tuova ja niitd pelihalleihin, ravintoloihin, baareihin
ja kerhotiloihin markkinoiva yritys arvioi, ettd uuden sukupolven pelille olisi
Suomessa elintilaa 4000 kappaleelle. Ensimmaisessa vaiheessa markkinoille tuli
720 pelia. Neljan kuukauden kuluttua kaytdssa oli jo 1500 pelia. Yritys arvioi,
ettd pelien lisamyynti hidastuu, kun lahestytddn arvioitua enimmaismaaraa.
Myynnin kehityksen arvioimiseksi kaytetdadn mallia, jonka mukaan
pelimyynnin kasvunopeus on suoraan verrannollinen saturaatiorajan 4000 ja jo
kaytossa olevien pelien lukumaaran erotukseen.

a) Muodosta taman oletuksen mukainen (jatkuva) malli pelien lukumaa-
ralle t kuukauden kuluttua toiminnan aloituksesta.

b) Suureksiko kaytossa olevien pelien lukumaara voidaan mallin perusteella
arvioida bl) 1 vuoden, b2) kahden vuoden kuluttua uutuuspelin markki-
noille tulon jalkeen?



11. Maaritellaan

R(t) =auton kumulatiiviset kayttokustannukset hetkella t; R(0) =0,
S(t) = auton jalleenmyyntiarvo hetkella t; S(0) =S, (ostohinta).

Oletetaan, ettéd kayttokustannusten ja jalleenmyyntiarvon kehitykset noudat-
tavat lakeja

% = i, aonvakioja > 0,
dt S(t)
ds

— - b S(t), bonvakioja > 0.

dt
a) Perustele mallia (yksinkertaisuudestaan huolimatta laadullisesti jarkeva).
b) Ratkaise S(t) jalkimmaisesta yhtalosta.

¢) Kun S(t) on tunnettu, voidaan myds R(t) ratkaista ensimmaisesta yhta-
I6sta.
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3. harjoitus, viikko 5

12.

13.

14.

15.

16.

Ratkaise seuraavat 2. kertaluvun lineaariset vakiokertoimiset differentiaaliyh-
talot:

a)y'+y'-2y=8

b) y”+y’ -2y =-sinx
)y +2y +y=¢
d)y”+4y’+5y:20x2

Muotoa x° y’+axy +by=0, missd aja b ovat vakioita, olevaa 2. kertaluvun
differenssiyhtalod kutsutaan Cauchyn differentiaaliyhtaloksi. Yhtdlé voidaan

palauttaa sijoituksella x = e’ eliz=1Inx (jolloin saadaan 1. derivaatalle y’ lau-
dy dz dy 1 . . . i :
&y 9y ja 2. derivaatalle y”’ lauseke vastaavasti) vakiokertoi-
dz dx dz x

miseksi differentiaaliyhtaloksi. Muunnoksen jalkeen ratkaistaan siis ensiny =
y(z) ja lopuksi palautetaan x takaisin riippumattomaksi muuttujaksi. Ratkaise

nain Cauchyn DY X y’-3xy' +4y=0.

seke y' =

Etsi differentiaaliyhtéalon y” + 2y’ - 3y = x se ratkaisukayrg, joka kulkee pisteen
(0,4) kautta ja jonka derivaatta tassa pisteessa = 0.

Maarita yhtalolle y”’ - 4y =10 - 0.1-x ratkaisu, joka kulkee pisteen (0,5) kautta ja
joka lahestyy trendiad x:n kasvaessa rajatta (mika tama trendi on)?

Tarkastellaan differentiaaliyhtaléa y”” + ay’ + y = 10.
a) Milla a:n arvoilla yleinen ratkaisu konvergoi vardhdellen ja mitéd arvoa

kohti se tall6éin suppenee?
b) Olkoon a = - 2. Onko talldin olemassa yksityisratkaisua, joka konvergoi?
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4. harjoitus, viikko 6

17.

18.

19.

20.

Ratkaise “eliminointimenetelmalla” differentiaaliyhtalopari

X =4x -5y -12

Yy =X-2y.
Ratkaise edellinen tehtavd my6s kerroinmatriisin ominaisarvojen avulla.
Vertaa kahta eri karakteristista yhtaléad (eliminointimenetelmalld syntyvan
toisen kl. DY:n karakteristinen yhtalo, yhtaloparin ominaisarvotehtavan
karakteristinen yhtalo) toisiinsa. Onko DY-parin ratkaisu stabiili?
Ratkaise seuraava differentiaaliyhtalopari

X =-3x+y
y =-X-y.

Etsi yhtaloparille myos se yksityisratkaisu, jolle x(0) = 1, x(0) = 0. Onko yhtal6-
ryhman (yleinen) ratkaisu stabiili?
Oletetaan, ettd tietyilla hyoddykemarkkinoilla tietyn tarkasteltavan tuotteen
kysynta (kulutus) C riippuu hinnasta P lain

C=a-bP (b>0)

mukaisesti. Tuotteen valmistajat reagoivat my0s nopeasti hintamuutoksiin,
niin etta tarjonta (valmistus) S on hinnan P funktio:

S=c+dP (d>0)

Tuotteen varastoissa olevan maaran Q muutosnopeus Q maaraytyy valmis-
tuksen ja kulutuksen erotuksena, ts.

Q=S-C.

Hinnan P muutosnopeuden P oletetaan olevan suoraan verrannollinen siihen
maaraan, jolla teollisuuden varastot ylittavat tietyn tavoitetason Q,, ts.



P=-k(Q-Q)  (k>0).

Tutki, miten P, S, C ja Q kayttaytyvat ajan funktioina (ohje: lahde Iiikkgelle

viimeisesta yhtalosta derivoimalla se ajan suhteen ja eliminoimalla ensin Q ja
sitten S ja C; paadyt lopulta 2. kertaluvun yhtaléon P:lle).

21. Tarkastellaan kahden sailion ja niiden kautta virtaavan nesteen muodostamaa
jarjestelmaa. Ylemmassa sailiossa on 100 gallonaa suolaliuosta siten, etta

3—»
—\¢ ¢‘
Vi Xq(t) I 2
/s
Vo Xy(t)

iE

suolaa siind on liuenneena 25 Ib (naulaa). Alemmassa sailiéssa on 200 gallonaa
puhdasta vetta. Systeemiin (= ylemp&aan sailioon) aletaan pumpata suolaliuosta,
jossa on suolaa 1 naula gallonassa liuosta, nopeudella 3 gall./min. Ylasailiosta
virtaa liuosta alasailioén nopeudella 5 gall./min. Alasailiéstd pumpataan
puolestaan sielld olevaa liuosta nopeudella 2 gall./min. yl&asailioon ja ulos
systeemista liuosta virtaa nopeudella 3 gall./min. Sailidissa olevia liuoksia
sekoitetaan hyvin, joten niitd voidaan joka hetki pitda tasalaatuisina (= suola-

pitoisuus sama koko sailiossd). Olkoot V; (t) ja V, (t) sailidissad olevat liuos-

maarat hetkella t seka x; (t) ja x, (t) sailididen suolamaéarat. Laadi differenti-
aaliyhtalopareihin perustuvat mallit sailididen liuosmaarien ja suolamaarien
kehitykselle ja ratkaise mallit. Mitk& ovat sailidissa olevat suolamaarat pitkan
ajan kuluttua?
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5. ja 6. harjoitus, viikot 7 ja 8

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

Maarita “kaikkien kertalukujen” differenssit funktiolle f, = 2t* - t* + 3t-5.

Ratkaise differenssiyhtéalé 2 Dy, + 3 y; = 6. Onko ratkaisu stabiili?

Olkoon S,; n:n ensimmaisen positiivisen kokonaisluvun nelididen summa.
Muodosta differenssiyhtalo Sy, :lle ja etsi taman ratkaisuna S, :n yleinen lauseke.

Ratkaise differentiaaliyhtald 8 y;1o -2V - Yy =21 +3.

Etsi differentiaaliyhtalolle 2 y;,» +3 Y41 -2V = 0 jokin stabiili yksityisratkaisu,
joka toteuttaa alkuehdon y, = 10. Onko ratkaisu yksikasitteinen?

a) Etsi differentiaaliyhtalon y.,q - y; =t+ 2 yleinen ratkaisu seka alkuehdon
Yo = 1 toteuttava yksityisratkaisu.
b) Osoita, etta a)-kohdan yksityisratkaisu on my6s yhtalon y;,o -2y 1 +Y; =1

eras ratkaisu.
¢) Etsi b) -kohdan tehtavéan yleinen ratkaisu.

Tarkastellaan kerran vuodessa kuoletettavaa tasakuoletuslainaa. Maarita lainan
takaisinmaksuun liittyvat vuotuiset korkomaksut, kuoletukset, koko-
naisvuosimaksut ja lainajadénnokset. Suureksiko muodostuu maksettavaksi
tulevien korkomaksujen kokonaismaara?

Ratkaise kansantulomalli

}Ye =Ci+ 1+ G
iC=cot+ (1-9)Yn
e =1

missa Y, = kansantulo vuonnat (~ palkkakertyma), C; = kulutus, I; = inves-

toinnit (oletetaan nyt siis vakioksi I), s = saastamisaste, c; = minimkulutus
(vakio) ja G = julkinen kulutus (vakio). Tutki myds ratkaisun luonnetta.



30.

31.

Oletetaan, etta tietyillda hyddykemarkkinoilla tietyn tarkasteltavan tuotteen
kysynta (kulutus) kaudella t (= C; ) riippuu hinnasta Py lain

Ct =a- th (b >O)

mukaisesti. Tuotteen valmistajat reagoivat hintamuutoksiin niin, etta tarjonta
(valmistus) S; on edellisen kauden hinnan P,_; funktio:

Sg=c+d-Py  (d>0).

Tuotteen varastoissa olevan maaran Q muutos DQ; maaraytyy valmistuksen ja
kulutuksen erotuksena, ts.

DQ, =S; - Cy.

Hinnan P muutoksen DP, oletetaan olevan suoraan verrannollinen siihen
maaraan, jolla teollisuuden varastot ylittavat tietyn tavoitetason Q,, ts.

DR = -k (Q¢ - Qe) (k>0).

Tutki, miten P, S, C ja Q kayttaytyvat ajan funktioina. Huomaa, ettd malli on
diskreetti versio tehtavan 20 jatkuvasta mallista (lisdksi erona on tarjonnan
viivastetty riippuvuus hinnasta).

Muodosta auton jalleenmyyntiarvolle erilaisia differenssiyhtalomalleja ja tutki
niiden ratkaisujen ominaisuuksia:

a) Oletetaan, ettd vuotuinen hinnanalennus sailyy suhteellisesti vakiona
(“menojaannospoistomalli’).

b) Oletetaan, ettd auton hinta koostuu vakiona pysyvastd romuarvosta ja
kayttdarvosta, joka muuttuu a) -kohdan mukaisesti.

c) Oletetaan, ettd vuotuinen hintamuutos koostuu kahdesta komponentista,
a) -kohdan mukaisesta “kulumasta” ja huolto- ja korjaustéiden tuomasta
kulumaa hidastavasta lisdarvosta (oletetaan vakioksi).



